Section : & Optioh : Seiences de l’ingénieur Discipline : Génie Electrique

Les opérations arithmétiques sur les nombres binaires

Domaine d’application : [ Type de document : Classe :
Traitement programmé de l’information Cours Terminale

[1 - Principe de I'addition binaire |

| -= 1 - Table d’addition élémentaire

En binaire il existe seulement 2 chiffres : le O et le 1. Un nombre binaire est un ensemble de chiffres hinaires, appelés
des bits. Lors de I'addition de 2 chiffres binaires [de 2 bits] il n'y a que 3 possibilités [en effet en raison de la
commutativité de l'additionona 0 + 1 =1 + 0] :

0+0=C A B S R
/I 8] 0 ] ¢]
0+1= Q 1 -1 ]
141210 = 0 ok oo wbisk 4 (R A -
S est la somme binaire des deux bits A et B, et R est la retenue éventuelie.
Exemples d'additions binaires : -1 -1
A0 10 410 1110 24
+ 0100 &+ 4 + 010041 & + 8
111 0 14 10 019 0 EX S

1 - 2 - Le montage demi-additionneur

Symbaole du demi-additionneur : Equation des sortie d'aprés la table d’addition élémentaire :

A @B
A.B

A= 4 [—S5 =

B ADD R =

Structure interne d'un demi-additionneur :

A
8

dermy-sdditionneur
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Limites du ¥ additionneur :

LZO(-W'W(- ........... /!

H - 1 - Le montage additionneur complet

A la différence du 2 additionneur, I'additionneur complet dispose d'une 3™ entrée permettant de prendre en compte
une éventuelle retenue. En mettant en cascade plusieurs additionneur complet il est alors possible d’effectuer
I'addition [c'est-&-dire de calculer la somme] de 2 nombres binaires d’une taille quelconque.

Symbole de |'additionneur camplet : Hemarque .
A e s la lettre X [lettre grecque Sigma
majuscule] au centre de |'additionneur
B S — symbolise la somme en arithmetigue.
Rr|-1 R“

L'additionneur complet possede 3 entrées (A, B et Rn1] et 2 sorties [S et Ry]. A et B sont les 2 bits de rang n &
additionner, S est la somme des bits A. B et B, B» est la retenue éventuelle de rang n, et R.1 est [a retenue
éventuelle du rang précédent, ¢'est-a-dire la retenue du rang n-1.

L'additionneur complet doit ealculer la somme de 3 bits : A+ B+ R.1. Le O étant V'élément neutre de 'addition, lors de
V'addition de 3 bits un seul cas est nouveau par rapport & I'addition de 2 bits :

1+1+1= 171 = -1 b om nelbind 1

Table de verité de ['additionneur complet : Equations logiques des sorties :
A B nn-‘1 5 nn
0 o 0 O v
oJo 1] |9 s=A DB K, -
0 1 0 “1 0
0 1 1 o |1
1 0 0 1 (9] nn=A.B+Rm_4'(A@B)
1 0 1 o 1
1 1 O [e) 1
1 1 1 41 1

Structure interne de I'additionneur complet cascadable :

I
I
B —+ 4800 2 R :
I
I
I
I

Rn«-/l

additionneur complet cascadable
| COURS: Las gperations arithmestiques sur les nombres binaires J-C MICHEL - Page 2/8




Il - 2 - Mise en cascade de plusieurs additionneurs complets

L'additionneur complet prenant en compte la retenue du rang précédent, il est cascadable. La mise en cascade
permet d’'effectuer une addition entre 2 nombres binaires d’une taille quelconque en connectant entre eux plusieurs
additionneurs complet, chacun prenant en compte la retenue précédente.

Exemple de mise en cascade de 4 additionneurs complets pour calculer la somme de deux nombres binaires de 4 bits
chacun :

B: As B A Ba A4 B 4.

—

\ | R | L A~ | ]

Se.  S3 S, S, <

Remarques : <

Az A2 A1 et Ao sont les 4 bits du 1% nombre binaire [Ac est le LSB et As est le MSB]

Bs Be B1 et Bo sont les 4 bits du 1°" nombre binaire [Bo est le LSB et Bs est le MSEB]

Le résultat est compose des 5 bits 54 Sa S2 51 et So

L'entrée de retenue du premier additionneur [le poids faible] est mise a O

La sortie de retenue du dernier additionneur [le poids forts] constitue le 5™ bit du résultat

Chaque entrée R.1 est reliée a [a sortie R» de I'additionneur complet de rang inférteur

Ce mantage effectue I'addition hit & bit en tenant compte des retenues éventuelies, telle qu'on la fait a la main

¥ M ¥ K N K

Symbaole générique d'un additionneur complet 4 bits :

W'LU;M;A

A Lk, ) B — S | T .5 |
A Z(- A; 21 oler
A, | S_: /‘4 oA B
gl Iiimars (B
B ru L Ak E;
{ ) Ba R’/{;/M-f
dporrock douin | {nn_q _Rn} o S Aat,

. { . ,o La lettre Sigms au centre du symbole indigue instantangment la fonction réalisée

" ComLimet 7 1 o 23 e © 1000

I Il - Représentation des nombres négatifs en binaire I

Rappel : on appelle complément & 1 d'un hombre le nombre obtenu en cut chacun de ses bits.

N s# nole N

Exemple : ‘ 52«—(40) = 4401 oo (2)

2%z 10111, deome 23 = 01000
o) (2) « <3 ) \don 57 5001047,
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Limites du complément & 1 :

gy -2t I Y

By = O110,y — oAbt £ oy (m)
= 00T (s) ninm 3ty — ¢y s A
= 1001 (2) s 4o Lkl s Loale e 9

Four representer les nombres négatifs en binaire il y a deux solutions.
Il - 1 - Solution 1
On ajoute un bit de signe & gauche de la représentation binaire du nombre :

¥ Sile bit de signe = O slors le nombre est positif
¥ Sile bit de signe = 1 alors le nombre est négatif

Exemple : /’2_ A\Jw'l( {_Q} /’! /100[

2wt Ay 7299,
_ ~ g T A \
Avantage : W{Wﬂ/f‘w&bd—uwo A A QA D@D

Limites de la représentation des nombres négatifs avec un bit de signe :

Exemple : pour afficher la valeur numériqgue d'une température on pourra utifiser un bit de signe pour coder les
nombres relatifs. Dans ce cas le bit de signe représente I'état du signe moins de I'afficheur.

Il - 2 - Solution 2 : le complément & 2

Avantage du complément & 2 : le complément 8 2 permet de représenter des nombres signés [positifs et
négatifs] sans ambiguité. De plus il permet d’effectuer des opérations [somme et différence] sur les nombres relatifs
en utilisant un simple additionneur.

Inconvénient du complément & 2 : || est plus difficile d’effectuer N+ 1 que de coder N ou d’ajouter simplement
un bit de signe. La fonction complément & 2 ne fait pas partie des fonctions de hase de la logique ou de I'arithmetique.

Exemple d’application du complément & 2 : pour effectuer la sction A - B on va ajouter a A le complément & 2

deB:A-B=A+ B+1 ,
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o ot affeclier Jo oo ki 5517

Exemples numériques :

an iy ﬂ,wwﬂ«r
ke, S3-1% 68
530 = 41010, |Fre 3

addihignnn 110101 A0 41717 | 0ga0 — 6

NF ey = 07100071 (2) 41144 40 A4 = T4l > =D
— 1-10-10-1 53 1197 =349 - =3
AF 0y 2 10117 0 09) - , |
7"")__ + A 01797 4 U | =00
AF=AF 15107111 T4 0C 10 © >¢ Tdoe = 0017 =3

R { é \
ATTENTION : tous les nok%n%uél, v %pris le résultat, doivent

étre exprimés dans le méme format (par exemple sur 4 hits].

Remargue : le complément & 2 du complément 3 2 du nombre N est le nombre N fui méme. La fonction réciprogue
du complément & 2 est donc la fonction complément & 2 elle-méme. On dit alors que la fonction complement & 2 est
une involution :

---(**N):N GU  Bm O _N_+/] ""4:’:,\/

[IV - Montage calculant le complément a 2 d'un nombre |

On désire réaliser un mentage logigue fournissant en sortie le complément & 2 d'un nombre N donng sur 4 bits &
Yentree du montage :

E
N Eg Calcul du go —_—
E complément a 2 1
2
Ea d’'un nombre de gz N T /I
4 bits 53
a

Fonction complément & £

Remargue - si N est sur 4 bits s@omptément 4 2 est sur 5 hits.
Pour réaliser la fonction complément a 2, il y a deux solutions.
IV - 1 - Solution 1

On considére que la fonction complément & deux est un montage en logique combinatoire classique [comme un
transcodeur] et on recherche les équations de chacune des sorties en fonction des entrees.

Table de vérité de |a fonction complément a 2 :

Ea ] O | 1 011 0 1 01 0|1 0 1 11 0|1
N E+ )1 0|0 |1 1 0|0 1 1 01011 1 01011 1
E2| 0| 0] 0C | O 1 1 1 1 0| 0] 0|01 1 1 1
E: |00 |00 0| 0|00 1 | 1 1 1 111
S|Jo|l1]o]1  el1]le|lajoi1e |4 |le ol
- sijecla|4]|lo |4l o0l 41| Cc|luoi1 11| ¢
N + II S82jol1!1 11 |1 QJlolelo 11T 111 i¢ 00
Safo| -1 1|1 |11 |11 <1 o | O & olo | O] o
Say- | o | o] 0o | ololololojo|lololo] o) @
Equations immeédiate d'aprés la table de verits :
——— ——— —— -
50 - E J Sa = Eo . E4 . E 2 - E 3
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. N cpofg .
Pour les sorties S1, S2 et S3, une analyse poussée de la table de verité permet d’en dégager les equations
optimisées. Ces équations contenant des ou-exclusifs, I'utilisation des tableaux de Karnaugh ne serait pas optimale :

S1= Eo @E’l
52:(Eo +E”) @EZ

Ss:(Eo-f-E,,.'_EZ)@E;

Les tableaux de Karnaugh peuvent permettre d'aboutir 8 ces équations optimisées, mais a condition de factoriser et
de reconngitre les ou-exclusifs ...

Logigramme de la fonction « Complément & 2 » :

E» I_F__._ — —
1 L_?"‘T N +7

Fonction cormplément a 2 o ur nombre de 4 bits

IV - 2 - Solution 2

Une autre solution pour calculer le complément & 2 consiste & effectuer 'opération N + 1 en utiisant un additionneur
4 hits :

~——J N A S, —
N —— A,
— A, s,— [
o Ba S;[— N + /I <2
S — | S S
o B.
1 ] Rn-‘l nn

LUtifsation d'un additionneur pour calouler le complément 8 2

Comparaison des deux solutions ! 'additionneur complet 4 bits est composé de 20 portes Iogiques en interne.
Avec les 4 portes NON, la solution 2 colte 24 portes logiques au total (contre B portes logiques pour la solution 1].
La solution 1 sera donc préférable si on doit réaliser la fonction complément & 2 « & partir de rien », alors que la
solution 2 sera mise en ceuvre lorsqu'on dispose déja d’un additionneur complet 4 bits « tout fait ».
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[ V - Montage soustracteur |

On désire réaliser un montage logique effectuant la différence A — B entre deux nombres binaires positifs exprimeés
chacun sur 4 bits :

A-B

-

N -a O

A

PD>DD
Y

W

Soustracteur

]
b]

»
mmmm
WR

Fonction soustracteur
Pour réaliser cette fonction soustracteur il y a 2 solutions :

V - 1 - Solution 1

On réalise un demi-soustracteur, puis un soustracteur cascadable, et enfin un soustracteur complet par mise en
cascade du précedent.

A = D R Equations des sarties : Logigramme du demi-soustracteur :
colojo|O - A B
1 Ol |©O —
111]oio | R=A-8 1
4— R

Soustracteur cascadable eélementaire ;

Rm

— — — — — — — ——— — — — p— — — —

Soustracteur cascadable

Soustracteur complet 4 bits ;
385 Ao 6 A, B, A- B, o
f Ra-a l l 1R’”‘4 l [ \F oo \ R 1
Soustracteur Soustracteur Soustracteur Soustracteur
R-M) ‘D ﬁ"r !D E.’«: b ,p" JD
Si S3 So _ S4 So

| COURS: Les gpdrations arithmeétiques sur les nombres bingires J-C MICHEL Page 7 /8




V - 2 - Solution 2

On utilise un additionneur complet 4 bits avec lequel on effectue I'opération A + B + 1

Rappel ;A -B = A+ [-B] = A + (B+ 1)

— A, S,

A’I
A S, —
2 1
—|As S

—{1h B 1y 2

1 pP—1B] S,
{7 B,
m B3

Rn-1 Rn

Litiisation d'un additionneur effectuer une soustraction

A+B+71

=A-0

Idée et extension possible : comment réaliser un montage additionneur / soustracteur qui effectue soit la somme
soit la différence entre 2 nombres A et B, en fonction de I'état d'une entrée de commande G ? Solution : on va
madifier le montage préceédent en utiisant des portes Ou-Exclusifs en tant quinverseurs commandés afin de calculer

soit A + B, soit A + B+ 1, en fonction de I'entrée G :

A

* SiG

* SiG

i

R, S,
A1 5
> AE 1
A, S
% B, S, }—
=7} B,
T1=1 B3
6 nn-‘l nn

0 alors N

1 alors N

Foniction addition / saustraction

A + B : e montage est un additionneur

A - B e montage est un sgustracteur

Py

% S1=E4 mEo=0 & Sa= E,

Notes personnelies .

——

E, =" -"6’/"2""’"0( 'EV’%MMC&?A:-{'/)A'

Eo=0Q on MHT&M’/}-\ Eo:ﬂ -@Ma&’awyﬁ,«u N S"I: E. @Eq

*’te( BZVJQIM*L'/{’NC‘P}/L’L’M EoM/E-, W/t-&"fﬂdzqﬂw-ﬂs 0/9""
Qw«,,&?ym(z’m' ov ryngims A i duy derce o5 ] Dome So - (EC«.F.E,,) @ E,

*n(lf}'n,;w -74?""*"6 Ah/ﬂv\p. S.”g = (Eo + E"} + Ez} @ EB
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Retrouvez d’autres cours sur le site ressource

www.gecif.net

Téléchargez librement sur Gecif.net :
[0 des cours et des TP de Génie Electrique
[J des exercices et des évaluations avec corrections
[] des ressources Automgen, ISIS Proteus et Flowcode
0 des QCM pour réviser les cours et vous entrainer
[J des logiciels d’électronique pour les installer chez vous
[J des dossiers techniques de systemes originaux

0 des fiches pratiques sur tous les domaines des
sciences de I’ingénieur

[0 des sujets de BAC

[J et bien plus encore sur Gecif.net !

Correction scannée et imprimee le 18 février 2012



